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Sudoku
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.. ale my nie bedziemy méwié o Sudoku!
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Kwadraty tacinskie

2(8(4(3|6(1]|7]|9|5
411|6|5|8|3|9|2|7
9/6|12(1|4(8|5|7]|3
5/2|7]6|9(4|1(3]|8
1(713|2|5|9|6|8|4
71419(8|2(6|3|5]|1
8/5|1]9|3|7|4(6]2
3/19|5(4|7(2|8[1]6
6(3|8|7|1(5|2(4]|9

Definicja. Kwadrat facinski n x n jest wypetniony liczbami od 1 do n tak, ze
kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie kazda liczba od 1 do n.
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Tu musi by¢ 3, 4 lub 7

Uzupetnij Sudoku!
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Tu musi by¢ 3, 4 lub 7

Uzupetnij Sudoku!
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Tu musi by¢ 3, 4 lub 7

Uzupetnij Sudoku!
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GAME OVER!
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GAME OVER!

.. trzeba byto ,patrze¢ w przysztos¢” !



Uzupetnij kwadrat tacinskil
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.. czy zawsze sie uda?



Uzupetnij kwadrat tacinskil

413(711]6|5]9|8]|2
21185194 |6]|7]3
65(9(8|2|7 3411
512134 |7]1]18|6]9
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SUKCES!

.. czy zawsze sie uda?

TAK! Kazdy prostokat facinski mozna uzupetni¢ do kwadratu tacinskiego.



Co$ (z pozoru) z zupetnie innej beczki
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Co$ (z pozoru) z zupetnie innej beczki

Adam Agata
Bartek Basia
Cezary Celina
Damian Daria
Eryk Emilka
Franek Fiona
Grzesiek Gryzelda
Hubert Halina
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Co$ (z pozoru) z zupetnie innej beczki

Adam Agata
Bartek Basia
Cezary Celina
Damian Daria
Eryk Emilka
Franek Fiona
Grzesiek Gryzelda
Hubert Halina
Ignacy Iga
= przyjazn

Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?



Co$ (z pozoru) z zupetnie innej beczki

of ?
Adam @ Aseta
Bartek @ @ -&asia
Cezary @ Celina
Damian @ @ Daia
Evk @ @ cnik
Franek @ @ riona
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= przyjazn

Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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d ?

Adam @ Agata
Bartek Basia
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Damian Daria
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Franek @ @ Fiona
Grzesiek @ Gryzelda
Hubert @ @ Halina
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Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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Adam . Agata
Bartek Basia
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Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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Adam . Agata
@ Bartek Basia
Cezary . Celina
Damian Daria
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Grzesiek . Gryzelda
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Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
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= przyjazn
Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?

Jesdli mozna, to kazda grupa & lubi co najmniej tak samo liczng grupe Q!
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Co$ (z pozoru) z zupetnie innej beczki

d
Adam . Agata
Bartek . Basia
Cezary Celina
Damian . Daria
Eryk Emilka
Franek . Fiona
Grzesiek . Gryzelda
Hubert . Halina
Ignacy Iga
= przyjazn

Czy mozna potaczyé¢ ich w zaprzyjaznione pary?
Jesdli mozna, to kazda grupa & lubi co najmniej tak samo liczng grupe Q!

Twierdzenie Halla. Prawdziwa jest réwniez zalezno$¢ odwrotnal




Wazny wniosek z twierdzenia Halla

Whiosek. Jedli kazdy chtopak i kazda dziewczyna maja tyle samo przyjaciét ptci
przeciwnej, to mozna ich potaczyé w przyjacielskie pary.
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Wazny wniosek z twierdzenia Halla

Whiosek. Jedli kazdy chtopak i kazda dziewczyna maja tyle samo przyjaciét ptci
przeciwnej, to mozna ich potaczyé w przyjacielskie pary.

Dowdéd. Zatézmy, ze wszyscy maja p przyjaciét pici przeciwnej.
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e Wybierzmy dowolnie k chtopakdw.
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Wazny wniosek z twierdzenia Halla

Whiosek. Jedli kazdy chtopak i kazda dziewczyna maja tyle samo przyjaciét ptci
przeciwnej, to mozna ich potaczyé w przyjacielskie pary.

Dowdéd. Zatézmy, ze wszyscy maja p przyjaciét pici przeciwnej.

of ?

e Wybierzmy dowolnie k chtopakdw.

o Wychodzi od nich doktadnie k - p krawedzi.
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Whiosek. Jedli kazdy chtopak i kazda dziewczyna maja tyle samo przyjaciét ptci
przeciwnej, to mozna ich potaczyé w przyjacielskie pary.

Dowdéd. Zatézmy, ze wszyscy maja p przyjaciét pici przeciwnej.

of ?

e Wybierzmy dowolnie k chtopakdw.
o Wychodzi od nich doktadnie k - p krawedzi.

e Do kazdej z lubianych przez nich dziewczyn
dochodzi co najwyzej p sposrdd tych krawedzi.




Wazny wniosek z twierdzenia Halla

Whiosek. Jedli kazdy chtopak i kazda dziewczyna maja tyle samo przyjaciét ptci
przeciwnej, to mozna ich potaczyé w przyjacielskie pary.

Dowdéd. Zatézmy, ze wszyscy maja p przyjaciét pici przeciwnej.

of ?

Wybierzmy dowolnie k chtopakéw.

Wychodzi od nich dokfadnie k - p krawedzi.

Do kazdej z lubianych przez nich dziewczyn
dochodzi co najwyzej p sposrdd tych krawedzi.

e Zatem znanych dziewczyn jest co najmniej
(k- p)/p, czyli k.




Wazny wniosek z twierdzenia Halla

Whiosek. Jedli kazdy chtopak i kazda dziewczyna maja tyle samo przyjaciét ptci
przeciwnej, to mozna ich potaczyé w przyjacielskie pary.

Dowdéd. Zatézmy, ze wszyscy maja p przyjaciét pici przeciwnej.

of ?

e Wybierzmy dowolnie k chtopakdw.

o Wychodzi od nich doktadnie k - p krawedzi.

e Do kazdej z lubianych przez nich dziewczyn
dochodzi co najwyzej p sposrdd tych krawedzi.

e Zatem znanych dziewczyn jest co najmniej
(k- p)/p, czyli k.

e Spetniony jest zatem warunek twierdzenia
Halla, co konczy dowdd.
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Wracamy do uzupetniania kwadratéw tacinskich

e 7 kazdego wiersza wychodza 4
krawedzie.
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Wracamy do uzupetniania kwadratéw tacinskich

e Z kazdego wiersza wychodza 4
krawedzie.

e Do kazdej liczby dochodza 4
krawedzie.
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Wracamy do uzupetniania kwadratéw tacinskich

4fs]7]1]6]
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krawedzie.
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twierdzenia Halla istnieje
odpowiednie parowanie.

e Okresla ona kolejng kolumne,
powiekszajacy prostokat tacinski.




Wracamy do uzupetniania kwadratéw tacinskich

4fs]7]1]6]
2[1]s]s]9]
o]s[o]e]2]
5]2[3]a]7]
7]8f4a]e]1]
HEICEIE
3[4]s]o]e]
ofof1]7]4]
8f7]2]s]5]

e 7 kazdego wiersza wychodza 4
krawedzie.

e Do kazdej liczby dochodza 4
krawedzie.

e Zatem na mocy (wniosku z)
twierdzenia Halla istnieje
odpowiednie parowanie.

e Okresla ona kolejng kolumne,
powiekszajacy prostokat tacinski.

e Rozumowanie kontynuujemy do
otrzymania kwadratu tacinskiego.
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Nic szczegdlnego? Potaczmy je w jeden!




Dwa niepozorne kwadraty facinskie 5 x 5

1123|145 114(2|5|3
213|451 25|13 |1]|4
314\|5|1|2 37114215
4[5)\1]2]3 Al2[5[3]1
5/1]2[3]4 5(3]1[4]2
Nic szczegdlnego? Potaczmy je\w jeden!
(L) [(24](32) ] (45 [(53)
(2,2) | (3,5) | (4,3) | (5,1) | (1,4)
(3,3) | (4,1) | (5,4) | (1,2) | (2,5)
(4,4) | (5,2) | (1,5) | (2,3) | (3,1)
(5,5) | (1,3) | (2,1) | (3,4) | (4,2)
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mozliwa para.
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(1L,1) [ (2,4/](32) ] (45)](53)
(2,2) | (3,5) | (4,3) | (5,1) | (1,4)
(3,3) | (4,1) | (5,4) | (1,2) | (2,5)
(4,4) | (5,2) | (1,5) | (2,3) | (3,1)
(5,5) | (1,3) | (2,1) | (3,4) | (4,2)

Zadna para sie nie powtarza! Réwnowaznie: w potaczonym kwadracie wystepuje kazda
mozliwa para.
Taki uktad nazwiemy kwadratem grecko-taciriskim.
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Kwadrat grecko—tacinskiedla n=3in=4

Dla n = 4 jest to XVIll-wieczna tamigtéwka (Jacques Ozanam, 1725):

Utozy¢ karty wszystkich koloréw od waleta do asa w kwadrat tak, aby w kazdym
rzedzie i kazdej kolumnie obecny byt kazdy kolor i kazda wartos¢ karty.

Ad KO Q¢ I
Qe J& AV Ka
JY QA K& Ae
Ke A% J& Q9



Kwadrat grecko—tacinskiedla n=3in=4

Dla n = 4 jest to XVIll-wieczna tamigtéwka (Jacques Ozanam, 1725):

Utozy¢ karty wszystkich koloréw od waleta do asa w kwadrat tak, aby w kazdym
rzedzie i kazdej kolumnie obecny byt kazdy kolor i kazda wartos¢ karty.

X-O>
> O WX
~“X>O0
O > X«

e Figury tworza kwadrat tacinski



Kwadrat grecko—tacinskiedla n=3in=4

Dla n = 4 jest to XVIll-wieczna tamigtéwka (Jacques Ozanam, 1725):

Utozy¢ karty wszystkich koloréw od waleta do asa w kwadrat tak, aby w kazdym
rzedzie i kazdej kolumnie obecny byt kazdy kolor i kazda wartos¢ karty.

* €D
Py e
Ppceo
PR

e Figury tworza kwadrat tacinski

e Kolory tworza kwadrat tacinski



Kwadrat grecko—tacinskiedla n=3in=4

Dla n = 4 jest to XVIll-wieczna tamigtéwka (Jacques Ozanam, 1725):

Utozy¢ karty wszystkich koloréw od waleta do asa w kwadrat tak, aby w kazdym
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Kwadrat grecko—tacinskiedla n=3in=14

Dla n = 4 jest to XVIll-wieczna tamigtéwka (Jacques Ozanam, 1725):

Utozy¢ karty wszystkich koloréw od waleta do asa w kwadrat tak, aby w kazdym
rzedzie i kazdej kolumnie obecny byt kazdy kolor i kazda wartos¢ karty.

Ad KO Q¢ I
Qe J& AV Ka
JY QA K& Ae
Ke A% J& Q9

e Figury tworza kwadrat tacinski
e Kolory tworza kwadrat tacinski
e Zadna kombinacja sie nie powtarza (bo nie powtarza sie w talii)

Dla n = 3 rozwigzanie to na przyktad:

(1,1) | (2,3) | (3,2)
(2,2) | (3,1) | (1,3)
(3,3) | (1,2) | (2,1)
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Leonhardowi Eulerowi:

Utozyé 36 oficeréw z 6 réznych putkéw w kwadracie tak, aby w kazdej linii
poziomej i pionowej byto 6 oficeréw réznych stopni i réznych putkéw.
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Sprébujmy skonstruowaé kwadrat grecko-tacinskie dla n = 2:
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Nie ma takiej mozliwosci!
Dla n =6 jest to zagadka, ktéra podobno caryca Katarzyna Wielka przestata
Leonhardowi Eulerowi:

Utozyé 36 oficeréw z 6 réznych putkéw w kwadracie tak, aby w kazdej linii
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e Euler nie potrafit znalez¢ rozwiazania

o Udowodnit jednak, ze rozwigzanie istnieje dla n
nieparzystych i podzielnych przez 4

Leonhard Euler, 1707-1783



Kwadraty grecko-tacinskie dla n=2in=26

Sprébujmy skonstruowaé kwadrat grecko-tacinskie dla n = 2:
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Nie ma takiej mozliwosci!
Dla n =6 jest to zagadka, ktéra podobno caryca Katarzyna Wielka przestata
Leonhardowi Eulerowi:

Utozyé 36 oficeréw z 6 réznych putkéw w kwadracie tak, aby w kazdej linii
poziomej i pionowej byto 6 oficeréw réznych stopni i réznych putkéw.
e Euler nie potrafit znalez¢ rozwiazania

o Udowodnit jednak, ze rozwigzanie istnieje dla n
nieparzystych i podzielnych przez 4

e Postawit zatem hipoteze, ze dla pozostatych n (w
tym dla n = 6) jest to niemozliwe

Leonhard Euler, 1707-1783
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e W 1901 roku Gaston Tarry opublikowat prace z dowodem, ze problem 36 oficeréw
nie ma rozwiazania.

e W 1959 roku R.C. Bose and S. S. Shrikhande znalezli przyktady kwadratéw
grecko-tacinskich rozmiaru 22, obalajagc w ten sposéb hipoteze Eulera.
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dla wszystkich n > 6.
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Kazde dwa tworza kwadrat grecko-tacinskil



Jeszcze wiecej kwadratéw grecko-tacinskich!
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Co w tym specjalnego?
Kazde dwa tworza kwadrat grecko-tacinskil

Taki uktad kwadratéw nazwiemy wzajemnie ortogonalnym.
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Co w tym specjalnego?
Kazde dwa tworza kwadrat grecko-tacinskil

Taki uktad kwadratéw nazwiemy wzajemnie ortogonalnym.

Jak wiele takich kwadratéw mozna wybrac?

Twierdzenie. Istnieje co najwyzej n — 1 kwadratéw n X n, z ktérych kazde dwa
tworza kwadrat grecko-tacinski.
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Rozwazmy dowolny zbiér wzajemnie ortogonalnych kwadratéw:

e Uczesaniem kwadratu nazwijmy takie ,przeetykietowanie” wystepujacych w nim
liczb, by w pierwszym wierszu byty uporzadkowane rosnaco.
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Dowéd twierdzenia

Rozwazmy dowolny zbiér wzajemnie ortogonalnych kwadratéw:

e Uczesaniem kwadratu nazwijmy takie ,przeetykietowanie” wystepujacych w nim
liczb, by w pierwszym wierszu byty uporzadkowane rosnaco.
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Dowéd twierdzenia

Rozwazmy dowolny zbiér wzajemnie ortogonalnych kwadratéw:

e Uczesaniem kwadratu nazwijmy takie ,przeetykietowanie” wystepujacych w nim
liczb, by w pierwszym wierszu byty uporzadkowane rosnaco.
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1/4|5(2|3|—|5|1]|2]|3]|4
512|314 213|4|5]|1
3/114|5]|2 41511 ,2|3




Dowéd twierdzenia

Rozwazmy dowolny zbiér wzajemnie ortogonalnych kwadratéw:

e Uczesaniem kwadratu nazwijmy takie ,przeetykietowanie” wystepujacych w nim
liczb, by w pierwszym wierszu byty uporzadkowane rosnaco.

e Jedli uczeszemy wszystkie kwadraty, ciaggle beda wzajemnie ortogonalne.
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A kiedy istnieje ich n — 17 3.2+ 4 daje reszte 0 2

dzielenia przez 5

e Juz wiemy, ze dla n = 6 to nie jest prawda (wtedy nie istnieja nawet dwa)

e Jedli n jest liczba pierwsza oraz dla k = 1,...,(n — 1) w k-tym kwadracie na
miejscu (7, /) znajduje sie reszta z dzielenia k - i + j przez p, to kwadraty te s3
wzajemnie ortogonalne:

213401 3|14(0|1]2 4J0J1J2/3 0|1]2|3]|4
314(0|1]2 0|12 |3]|4 213401 410|123
410|123 213401 0|12 |3]|4 3/14(0|1]2
0|12 |3]|4 410(1]2]3 314(0|1]2 213401
1123|140 1123|140 1123|140 1123|140

e Co do zasady podobna konstrukcje mozna przeprowadzié, jesli n jest potega liczby
pierwszej.

e W 1991 roku udowodniono, ze nie istnieje 9 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw
rzedu 10.

e O pozostatych wartosciach n nic nie wiadomo!
W szczegélnosci nie wiadomo, czy istnieje 11 kwadratéw wzajemnie ortogonalnych
rzedu 12.



Gtodny dalszej wiedzy?

1.
deho Strona gtéwna Onas Artykuty Konkursy Kontakt Q

Delta 7/2024
Kwadraty grecko-tacinskie i ptaszczyzny *
rzutowe

Karol Gryszka
‘matematyka | [ kombinatoryka
Afiliacja: Wydzial Nauk Scistych
Drogi Czytelniku, sprébuj wskazac jakies nieprzecietne cechy ponizszych dwéch uktadow i Przyrodniczych,

liczb, wpisanych w tablice o wymiarach 5 x 5. Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

1/2|3(4|5 114|12(5(3
2(314(5|1 2(5(3(1|4
34512 3[1]14|12|5
4151 (2/|3 412(5|3|1
5(1|2(3|4 5(31|4|2

W obu przypadkach umieszczono liczby od 1 do 5, kazda pojawia sie pigciokrotnie —
ciezko to jednak uznac za ,,nieprzecietne cechy”. Istotniejsze jest to, ze w kazdym wierszu
i kazdej kolumnie pojawia sie pelen zestaw liczb od 1 do 5. Dzigki temu oba uklady

jq na miano 0 inskic ji iej: za$ jest dla nas to, co ukazuje
sig naszym oczom po sparowaniu liczb stojacych w odpowiednich polach tych tablic.

Znajdziecie go na stronie deltami.edu.pl! :-)



Gtodny dalszej wiedzy?

deh" Strona gtéwna O nas Artykuty Konkursy Kontakt Q

Delta 3/2023 ﬁl

36 splatanych oficeréw z Petersburga
Wojciech Bruzda, Adam Burchardt, Grzegorz Rajchel-Mieldzio¢ i Karol
Zyczkowski

[ fizyka | fizyka kwantowa | [ kombinatoryka

= delta-2023-03-36-splatanych-oficerow-z-petersburga.p.

36 splatanych oficeréw z Petersburga

Grzegorz RAJCHEL-MIELDZIOC"?, Wojciech BRUZDA®, —
Adam BURCHARDT®*!, Karol ZYCZKOWSKI*?

de Ciencie Fotoniaues,  Kwadraty magicane oraz kwadraty grecko-laciiiskie zna kazdy Czytelnik

» Institute of Science Lilavati [1] oraz SIadmm Pitagorasa [2]. Takie obiekty sa z jednej strony

Polska pr rozwazai matematyki rozrywkowej, ale tez powiazane
sa 2 istotnymi problemami kombinatorycznymi, jak réwnie ulatwiaja optymalne
planowanic cksperymentéw.

4 QuSoft, CWI and University
Amsterdam

Rozwazmy konstrukcje znana o najmniej od XIII wieku [3), kwadrat laciriski.
Jest to tablica o wymiarze d na d, wyp; d elementami (np. literami
alfabetu lacifiskiego) w ten sposéb, ze elementy nie powtarzaja sie w zadnym
wierszu ani kolumnie. Przyklad wymiaru 3 przedstawia rysunck 1. Przyklad
ten stworzony zostal z pierwszego wiersza (A, B, C) poprzez translacje — drugi
wiersz przesuwamy o jeden, otrzymujac (B, C, A). Z kolei trzeci wiersz jest

Znajdziecie go na stronie deltami.edu.pl! :-)



Dziekuje za uwage!



