Pie¢ dosé prostych
()

pie¢ bardziej zawitych

opowiastek o pieciu



P1l. Pentagram m

najmniejszy foremny wielokat gwiazdzisty,
czyli gwiazda piecioramienna;

takiej gwiazdy szeScioramiennej nie ma
(gwiazda Dawida jest inna),

siedmioramienne sg dwie, a oSmioramienna znéw jedna.
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Ile jest gwiazd o N ramionach,
obliczyl dopiero Leonard Euler 250 lat temu;

43 — °

oto wykres jaki otrzymal.



Dla lubiacych wzory:

Wn)=2.-(1—L1).1—L1)....(1-21)—1,

gdzie p1, pa,...,pr to wszystkie dzielniki pierwsze n.



P2. Zlota proporcja m

Stosunek
poszczegolnych odcinké4w pentagramu

to zlota proporcja, czyli

odcinek __ ta czescé,
jego czesc reszta ’

jesli obliczymy, to okaze sie, ze

VvhH—1

zlota czesé to 5 catego odcinka,
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swojej ztotej czesci.

a caly odcinek to



P2. Zlota proporcja m

Stosunek
poszczegolnych odcinké4w pentagramu

to zlota proporcja, czyli

odcinek __ ta czescé,
jego czesc reszta ’

jesli obliczymy, to okaze sie, ze
5—1
zlota czesé to \/_2 catego odcinka,
V5 +1

2

Zlota proporcje mozna odszukaé¢ w wielu zjawiskach przyrody,
Fidiasz i Praksyteles uczynili z niej kanon piekna ludzkiego ciala.

swojej ztotej czesci.

a caly odcinek to



800 lat temu powstaly

zwigzane z obiema liczbowymi postaciami zlotej proporcji

ey F= = ((F50) - (52)")

NG 2 2

Mimo dziwnego wygladu sa to liczby calkowite:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

— kazda jest suma dwbch ja poprzedzajacych.



800 lat temu powstaly

zwigzane z obiema liczbowymi postaciami zlotej proporcji

ey F= = ((F50) - (52)")

Mimo dziwnego wygladu sa to liczby calkowite:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

— kazda jest suma dwbch ja poprzedzajacych.

Wpadtl na ich trop Leonardo Bonacci z Pizy (zwany Fibonacci)
i zanotowal to w postaci zadania:

Ile par krolikow bedzie potomstwem jednej pary po n miesigcach,
jesly kazda para rodzi nowg pare po miesigcu

1 kroliky stajg sie po miesigcu ptodne

(uwaga: $mieré krolika nie dotyka!).



P3. Pigty zywiol Platona

Pitagorejski kult liczby 4
mial wplyw na wszelkie koncepcje struktury swiata

— Demokryt tez mu ulegl tworzac teorie,

w mysSl ktorej wszystko, co istnieje,
jest kombinacjg czterech zywiotéw: ziemi, wody, powietrza i ognia.

A poniewaz znano tez cztery wieloSciany foremne,

N v

dwudziestoscian

czworoscian szescian oSmio$cian

wiec uznano je za matematyczne odpowiedniki zywiolow:

0gien 21emia powietrze woda



Platon (jak dwa i po6tl tysigclecia p6zniej Luc Besson)
wytknal brak pigtego zywiolu:
zgadzal sie na to, iz z demokrytowych czterech

mozna uzyska¢ wszystko na Swiecie, jednak nie czlowieka!
Do tego potrzebny jest jeszcze duch!
Zazadal wiec, by mu znaleziono ... pigty wieloScian foremny.

I atenski matematyk Teajtetos znalazl: to dwunastoscian,

T\
P Es

czworoscian szescian oSmioscian dwunastos$cian dwudziestoscian

oczywiScie, zbudowany z pieciokatow!



DwunastoScian mozna przechowywac¢ w zeszycie, ale tak, ze
po otworzeniu wyrosnie na stronie w petnej tréjwymiarowej postaci.

Oto przepis:

Z tekturki wytnij dwie takie figury, jok z lewej (bok 3cm)
i powyginaj wzdluz przerywanych linii.
Poloz jedng na drugiej tak, by rogi dolnej jednakowo wystawaly spod gérnej.
Przyciskajgc Srodek palcem, natoz recepturke tak, by byta nad rogami gornej
i pod rogami dolnej — PUSC.



P4. Tajemnica kosmograficzna Keplera

Jest piec¢ planet, czyli ruchomych gwiazd,
widocznych gotym okiem, a wiec
tyle samo, ile wieloSscianéw foremnych.

Johannes Kepler obliczyl, ze
mozna te dwie piatki skojarzy¢,
rysujgc sfery o srodku w Stoncu:

gdy na sferze, na ktorej lezy orbita Merkurego
opiszemy osmaioscian foremny to bedzie on
wpisany w sfere, na ktorej lezy orbita Wenus.
Opisany na niej z koler dwudziestoscian bedzie
wpisany w sfere z orbitqg Ziemi. Dwunastoscian
opisany na tej sferze bedzie wpisany w sfere

z orbitq Marsa, a czworosScian opisany na tej
sferze bedzie wpisany w sfere z orbitq Jowisza.
I szesScian opisany na niej bedzie wpisany

w sfere z orbitqg Saturna.




P5 quc nle zmlema SIQ w lustrze

::_:?Kulz me mozna postawzc do
gory nogamz nie tylko dlatego,
Ze me ma ona nog | |



P5 quc _me zmlema SIQ w lustrze

Fakt ten mozna wyrazi¢ zdaniem

Kula nie niesie na sobie

ORIENTACJI

::_:?Kulz me mozna postawzc do
gory nogamz nie tylko dlatego,
Ze me ma ona nog | |



A czy fotografie tego zegara
odréznilibySmy od fotografii
jego lustrzanego odbicia?



Podpowiedz daje kleksografia:
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A czy fotografie tego zegara
odréznilibySmy od fotografii
jego lustrzanego odbicia?



Zegar pieciogodzinny nie niesie na sobie orientacji

S0.0.0,0,0,0.9,

i jest najwiekszym o tej wlasnoSci
— wszystkie o wiekszej liczbie godzin juz orientacje nosza;

prosze sprawdzi¢ na zegarze z szeScioma godzinami!



()
(L)
(L)
(L)
()
()
(L



I tak dobrnelismy do konca pierwszej

PIATKI!



. R6wnanie pigtego stopnia

Roéwnanie kwadratowe, czyli stopnia 2

rozwigzujemy w szkole.
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. Aby rozwigzaé¢ r6wnanie stopnia 3

Nicolo Fontana (Tartaglia) zauwazyt
przed 490 laty,

ze szeScian mozna rozlozy¢ na piec¢ czesci,

Lo _4d__1____

fe——0g——

SRR - - z ktérych dwie sg szeScianami,
A . a pozostate 3 sg jednakowymi “cegietkami”.
—1 Mamy wiec A° = B3 + 23 + 3ABx
L L oraz r = A — B.
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. R6wnanie pigtego stopnia

Roéwnanie kwadratowe, czyli stopnia 2

rozwigzujemy w szkole.
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. Aby rozwigzaé¢ r6wnanie stopnia 3

Nicolo Fontana (Tartaglia) zauwazyt
przed 490 laty,

ze szeScian mozna rozlozy¢ na piec¢ czesci,
Lo _d__1____
R - - z ktorych dwie sg szeScianami,

fe——0g——

A . a pozostate 3 sg jednakowymi “cegietkami”.

—1 Mamy wiec A° = B3 + 23 + 3ABx
L . oraz r = A — B.
o ' Aby rozwigzaé¢ réwnanie x° + ax = b
o YT poréwnujemy je
o do réwnania 2° + 3ABX = A% — B3,
: . co daje a = 3AB, b= A° — B3,
| Elaieielel it g a to pozwala znalezé A i B, a wiec x

za pomocg rownania kwadratowego.



Dla ciekawskich:

aby rozwigzaé¢ uktad réwnan 34AB =a i A% — B3 = b,

wystarczy podstawic p:= A° i ¢ := B>, co daje
3

_ o _a—b
pq—27 p—q=0,
CL3 CLS
skad mamy (¢ +b)g = —, czyli ¢> + bg = —,
27 27
a wiec \/b2+a3 bora \/b2+a3+b
— S 7 — —
¢ 4 g4 "oy ol 1 27 "2

1 ostatecznie




. R6wnanie pigtego stopnia

Roéwnanie kwadratowe, czyli stopnia 2

rozwigzujemy w szkole.
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. Aby rozwigzaé¢ r6wnanie stopnia 3

Nicolo Fontana (Tartaglia) zauwazyt
przed 480 laty,

ze szeScian mozna rozlozy¢ na piec¢ czesci,
Lo _d__1____
R - - z ktorych dwie sg szeScianami,
9

fe——0g——

A . a pozostate 3 sg jednakowymi “cegietkami”.

Do rozwigzania ré6wnania stopnia 3
wystarczy wtedy rozwigzanie réwnania

N

stopnia 2, w ktérym niewiadomymi sg
A% i B3,

Dziesie¢ lat p6ézniej Lodovico Ferrari
w podobny sposéb wykorzystal
T rownanie stopnia 3
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do rozwigzania ré6wnania stopnia 4.



Natomiast r6wnanie pigtego stopnia nie dawalo sie tak zaatakowac.

Az dwiescie lat temu dwudziestoletni Niels Abel udowodnil, ze
nie istnieje wzor na rozwigzania rO6wnan pigtego stopnia,

ktory skladalby sig tylko z dodawania, mnozenia, odejmowania,
dzielenia i pierwiastkéw wszelkich calkowitych stopni

(taki komplet narzedzi nazywamy pierwiastnikami).



Natomiast r6wnanie pigtego stopnia nie dawalo sie tak zaatakowac.

Az dwiescie lat temu dwudziestoletni Niels Abel udowodnil, ze
nie istnieje wzor na rozwigzania rO6wnan pigtego stopnia,

ktory skladalby sig tylko z dodawania, mnozenia, odejmowania,
dzielenia i pierwiastkéw wszelkich calkowitych stopni

(taki komplet narzedzi nazywamy pierwiastnikami).

Niespelna dziesie¢ lat p6zniej inny dwudziestolatek, Evariste Galois,
wskazal sposéb sprawdzania, czy konkretne réwnanie
(dowolnego juz stopnia) ma takie “niewyrazalne” pierwiastki.



Natomiast r6wnanie pigtego stopnia nie dawalo sie tak zaatakowac.

Az dwiescie lat temu dwudziestoletni Niels Abel udowodnil, ze
nie istnieje wzor na rozwigzania rO6wnan pigtego stopnia,

ktory skladalby sig tylko z dodawania, mnozenia, odejmowania,
dzielenia i pierwiastkéw wszelkich calkowitych stopni

(taki komplet narzedzi nazywamy pierwiastnikami).

Niespelna dziesie¢ lat p6zniej inny dwudziestolatek, Evariste Galois,
wskazal sposéb sprawdzania, czy konkretne réwnanie
(dowolnego juz stopnia) ma takie “niewyrazalne” pierwiastki.

Takim réwnaniem jest np. £° — 62 + 3 = 0, choé latwo stwierdzié,

ze ma pierwiastek pomiedzy —2 i —1, pomiedzy 01i 1,
a takze pomiedzy 1 1 2,
bo lewa strona jest dla —2 ujemna, dla —1 i 0 dodatnia,
dla 1 znéw ujemna i dla 2 znéw dodatnia
(skadingd wiemy, ze ma tylko 3 pierwiastki).



Dla skrupulatnych:

X

x> —6xr+3=0

—17

+8

+3

+23




Z2. Plaskie powierzchnie zakrzywione

Student Sniadeckiego przed 190 laty
niedoskonalos¢ czlowieczg wyrazil zdaniem:

takie widzr Swiata koto, jakie tepyma zakresla oczy.
RzeczywiScie, wszystkie nasze obserwacje, rowniez astronomiczne,
informujg nas jedynie o tym,

jak wyglada swiat tylko w pewnym naszym otoczeniu.

Powstaje problem, jak z tych obserwacji
uzyskaé¢ informacje o ksztalcie Swiata w calosci.

Dla tréjwymiarowego Swiata problem okazal sie bardzo trudny.

Dopiero dwadziescia lat temu rozwigzal go Grigorij Perelman
i jest to niewatpliwie najwieksze osiggniecie matematyczne
ostatnich piecdziesieciu lat.



Natomiast dla “Swiatow” dwuwymiarowych, czyli powierzchni,
problem zostal rozwigzany przez Feliksa Kleina 140 lat temu.

W szczegoblnosci okazalo sie, ze powierzchni,
na ktérych w ograniczonym obszarze obowigzuje
ta znana, szkolna, geometria euklidesowa, jest piec.

Po pierwsze, oczywiscie, ptaszczyzna.

Po drugie, walec, czyli zwinieta z ptaszczyzny rurka
— przeciez wlasnosci niewielkich rysunkéw, narysowanych
na pltaszczyznie, nie zmienigjg sie, gdy kartke zwiniemy.

Po trzecie — z tego samego powodu — wstega MObiusa,
czyli pasek z dwiema strztkami narysowanymi w jedng strone,
sklejony tak, by strzatki dotykaly sie “calym ciatem”.

— —




To byly powierzchnie otwarte.

Z dwiema pozostalymi powierzchniami zamknietymi

jest juz wiekszy klopot.
Jedng z nich robi sie z dwoch walcow sklejajac je brzegami
(kazdy walec ma dwa brzegi,
wiec umieszczamy jeden w drugim
i sklejamy dolny z dolnym,

a goérny z gérnym).

OczywiScie powstaje cos w rodzaju
detki rowerowej, czyli — w zargonie
matematycznym — torus.

Gdy skleimy dwie wstegi MObiusa
(kazda ma jeden brzeg)

otrzymujemy butelke Kleina.



To byly powierzchnie otwarte.

Z dwiema pozostalymi powierzchniami zamknietymi

jest juz wiekszy klopot.
Jedng z nich robi sie z dwoch walcow sklejajac je brzegami
(kazdy walec ma dwa brzegi,
wiec umieszczamy jeden w drugim
i sklejamy dolny z dolnym,

a goérny z gérnym).

Oczywiscie powstaje co§ w rodzaju
detki rowerowej, czyli — w zargonie
matematycznym — torus.

Gdy skleimy dwie wstegi MObiusa
(kazda ma jeden brzeg)

otrzymujemy butelke Kleina.
Mozna jednak mieé¢ watpliwosci,
czy “ptaskos¢” nie zepsuje sie przy sklejaniu walcow

i czy dwie wstegi MObiusa w ogdle dadzg sie sklei¢. 1 SEUSZNIE!



Z3. Pigty wymiar

Okazuje sie, ze w pieciowymiarowej przestrzeni

mozna zrealizowa¢ butelke Kleina bez samoprzeciec.

Nawet wiecej:

w przestrzeni pieciowymiarowej mozna zrealizowac
(w matematycznym zargonie: zanurzyc¢)

kazdg powierzchnie.

Inny, tatwy do wziecia w reke przyktad
powierzchni niezanurzalnej w tréjwymiarowej przestrzeni

stanowi ptaszczyzna rzutowa, )
czyli sklejenie wstegi MoObiusa z kolem.



Z3. Pigty wymiar
Okazuje sie, ze w pieciowymiarowej przestrzeni
mozna zrealizowa¢ butelke Kleina bez samoprzeciec.

Nawet wiecej:

w przestrzeni pieciowymiarowej mozna zrealizowac
(w matematycznym zargonie: zanurzyc¢)

kazdg powierzchnie.

Inny, tatwy do wziecia w reke przyktad
powierzchni niezanurzalnej w tréjwymiarowej przestrzeni
stanowi ptaszczyzna rzutowa, )

czyli sklejenie wstegi MoObiusa z koltem.
To, ze w przestrzeni o wiekszej liczbie wymiaréw jest luzniej,
demonstruje ré6wniez fakt,
ze W przestrzeni czterowymiarowej nie mozna zawigza¢ wezla.



Z4. Podwojenie kuli

Jesli wykroczyliSmy matematycznie — czyli intelektualnie —
poza granice realnosci, to nie sposéb nie wspomniec¢

o teoretycznej mozliwosci podzielenia kuli na pie¢ czesci tak,
by dwie z nich po przesunieciu daty taka samag kule,

jak ta na poczatku, a trzy pozostale tez.

Oczywiscie, czeSci te musza by¢ tak paskudne,

by nie mialy objetosci (to nie to samo, co objetos¢ zero!)

— w przeciwnym razie popadlibySmy w sprzecznos$é¢ z fizyka
(a gdyby kuli byla np. zlota, to i z fiskusem).

Konstrukcje te, wykorzystujac pomyslty Hausdorffa,
wymyslili 80 lat temu Stefan Banach i Alfred Tarski.



Z5. Nobel za pigtke

Mozna udowodni¢, ze wszystkie krysztaly majag symetrie dwu—,
trzy— lub szeSciokrotna.
Natomiast w 2011 roku nagrode Nobla |

w dziedzinie chemii
uzyskal metalurg, Daniel Schechtman,

za uzyskanie quasikrysztalu o symetrii
pieciokrotnej

(przedrostek quasi oznacza, ze dana
struktura nie moze by¢ rozciggnieta
na calg przestrzen i jest tylko lokalna).

Jest to, wraz z odkryciem grafenu,
wyrazna oznaka powrotu znaczenia
chemii nieorganicznej.

Chemia organiczna — od lat piecdziesigtych XX wieku
do niedawna — byla uwazana za dominujaca i to jej przedstawicieli
(np. za fullereny czy enantiomorficzng synteze) nagradzano.



Z catg pewnoscig
z kazdg liczbg zwigzane sqg
jakies ciekawe fakty,

polecam kolekcjonowanie ich



Zdumiewajgce prawo liczb oglosit w 1881 roku
astronom Simon Newcomb — stwierdzitl bowiem,
ze w dowolnie wybranych, byle obszernych
tablicach astronomicznych

czestoS¢ pojawiania sie na pierwszym miejscu zapisu
dziesietnego cyfry 1 jest réwna 30,1%, 2 — 17,6%,

3 -12,5%,4 —9,7%,5 - 7,9%, 6 — 6, 7%, 7 — 5,8%,

8 —5,1%, 9 — 4,5%.

Uznano to za przypadek, a formulowanie takiego prawa
za bzdure.

W 1938 roku fizyk Frank Benford sprawdzit,
ze w tablicach ﬁzycznych tez wystepuje doktadnie
taka sama prawidlowosé.

To juz potraktowano powazniej i liczni matematycy
np. Bohl, Sierpinki, Weyl) natychmiast udowodnili,
ze tak faktycznie jest w kazdym dostatecznie
obszernym zbiorze liczb.

Natychmiast, bo dowdéd jest tatwy.



Jesli logarytmy pélprostej dodatniej nawiniemy
na okrag o promlemu 1, to otrzymamy taki obraz,

poniewaz

logl = 0, 0000
3010

log2 = 0,3010
1761

logd =0,4771
1250

logd = 0, 6021
968

logb = 0,6990
792

logb = 0, 7782
669

log7 = 0, 8451
580

log& = 0,9031
511

log9 = 0,9542

log10 = 1, 0000



Wszystko bierze sie stad, ze system pozycyjny
to naprawde rozpatrywanie liczb jako poteg
podstawy systemu.

Mozna wigc dokladnie tym samym sposobem bada¢ w
innym systemie pozycyjnym czestoS¢ wystepowania liczb
rozpoczynajacych sie na 1, 2 itd.

W systemie pigtkowym sg cztery niezerowe cyfry:

1, 2, 3, 4.
Okazuje sie, ze czestos¢ wystepowania liczb zaczynajacych
sie na 1 wynosi 43,1%, na 2 — 25,2%, na 3 — 17,9%
ina4— 13,8%.

Ambitnych zachecam do sprawdzenia.



