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Tréjkat Sierpinskiego
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Tréjkat Sierpinskiego
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Trojkat Sierpinskiego w sztuce (X1 w.)

Trojkat Sierpinskiego na posadzce bazyliki swietych Jana i Pawta
na Celiusie w Rzymie, XIII w.
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https://www.researchgate.net/publication/259341701_SIERPINSKY_TRIANGLES_IN_STONE_ON_MEDIEVAL_FLOORS_IN_ROME
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Grupy krwi i... tréjkat Sierpinskiego
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Skad on tu sie wziat?
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Grupy krwi i... tréjkat Sierpinskiego
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System dwdjkowy (binarny)

Niech a, b, ¢ beda cyframi 0 lub 1
abcy =22-a+2' . b+2.c=4a+2b+c
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System dwdjkowy (binarny)

Niech a, b, ¢ beda cyframi 0 lub 1
abcy =22-a+2' . b+2.c=4a+2b+c

101, =4-1+2-0+1-1=5
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System dwdjkowy (binarny)

Niech a, b, ¢ beda cyframi 0 lub 1
abcy =22-a+2' . b+2.c=4a+2b+c

101, =4-1+2-0+1-1=5
10 =010, =4-04+2-14+1-0=2
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System dwdjkowy (binarny)

Niech a, b, ¢ beda cyframi 0 lub 1
abcy =22-a+2' . b+2.c=4a+2b+c

101, =4-1+2-0+1-1=5
10 =010, =4-04+2-14+1-0=2

000, =0, =0
001, =1, =1
010, =10, =2
011, =11, =3

100, = 4
101, =5
110, = 6
111, =7
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Zakodujmy grupy krwi jako liczby, uzywajac systemu dwéjkowego
Cyfra jednosci: Rh+ to 1, Rh-to 0
Cyfra dwéjek: A to 1, brak A to 0
Cyfra czworek: B to 1, brak B to 0
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Zakodujmy grupy krwi jako liczby, uzywajac systemu dwéjkowego
Cyfra jednosci: Rh+ to 1, Rh-to 0

Cyfra dwéjek: A to 1, brak A to 0

Cyfra czworek: B to 1, brak B to 0

A +=011,=3
AB-= 110, =6
0+= 001, = 1
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Krew mozna przetoczy¢, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwdéjkowego biorca ma co najmniej taka cyfre, jak dawca
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Potegowanie i wzory skréconego mnozenia

(a+b)°=1

(a+b)=a+b

(a+ b)? = a% +2ab + b?

(a+ b)® = a® +3a%b + 3ab® + b3
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Potegowanie i wzory skréconego mnozenia

(a+b)°=1

(a+b)=a+b

(a+ b)? = a% +2ab + b?

(a+ b)® = a® +3a%b + 3ab® + b3

(a+ b)* = a* +4a3b + 6a°b? + 4ab® + b*

(a+ b)® = a° + 5a*b + 10a3b% + 102263 + 5ab* + b°
(
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Potegowanie i wzory skréconego mnozenia

(a+b)°=1

(a+b)=a+b

(a+ b)? = a% +2ab + b?

(a+ b)® = a® +3a%b + 3ab® + b3

(a+ b)* = a* +4a3b + 6a°b? + 4ab® + b*

(a+ b)® = a° + 5a*b + 10a3b% + 102263 + 5ab* + b°

(a+ b)® = a® + 6a°b + 15a*b? + 20a3b> + 152%b* + 6ab°® + bO
(a+b)"=(g)a"+ ())a™ b+ -+ (P)a" bk + -+ (7)b"
(%) - symbol Newtona

liczba k- eIementowych podzbioréw zbioru n-elementowego

(1) = k|( )dlak—Ol .,noraz () =0gdy k <0lub k>n
m! - czyt. m silnia m!—l 2-...-mdlam>0oraz0!' =1
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Potegowanie i wzory skréconego mnozenia

(a+b)°=1

(a+b)=a+b

(a+ b)? = a% +2ab + b?

(a+ b)® = a® +3a%b + 3ab® + b3

(a+ b)* = a* +4a3b + 6a°b? + 4ab® + b*

(a+ b)® = a° + 5a*b + 10a3b% + 102263 + 5ab* + b°

(a+ b)® = a® + 6a°b + 15a*b? + 20a3b> + 152%b* + 6ab°® + bO
(a+b)"=(g)a"+ ())a™ b+ -+ (P)a" bk + -+ (7)b"
(%) - symbol Newtona

liczba k- eIementowych podzbioréw zbioru n-elementowego

(1) = k|( )dlak—Ol .,noraz () =0gdy k <0lub k>n
m! - czyt. m silnia m!—l 2-...-mdlam>0oraz0!' =1

==t @O=0% D=0+

Andrzej Komisarski  VIII Dzien Popularyzacji Matematyki | O tréjkacie Sierpinskiego, potegowaniu i przetaczaniu krwi



Trojkat Pascala
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Trojkat Pascala

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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Trojkat Pascala

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
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Trojkat Pascala

Zaznaczmy na czerwono 1 1
nieparzyste wartosci

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
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Trojkat Pascala

@
Zaznaczmy na czerwono @ @
2

nleparzyste wartosci @ @
OXONORO)
(1) 4+ 6 4 (1
(1) (5) 10 10 (5) (1)
@ 6« ® 20 @® s @
OROENEOROROEORE)
(1) 8 28 56 70 56 28 8 (1)
(1) 10 120 210 252 210 120 10 (1)

(1) 1) (5 @65 330 462 462 330 @65 (55 (A1) (1)

(1) 12 66 220 792 924 792 220 66 12 (1)
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Mozliwos¢ przetaczania krwi Nieparzystos¢ symbolu Newtona (})
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Pokazemy, ze symbol Newtona (}) ma wartos¢ nieparzysta,
gdy na kazdej pozycji zapisu dwéjkowego n ma co najmniej taka
cyfre, jak k.
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Pokazemy, ze symbol Newtona (}) ma wartos¢ nieparzysta,
gdy na kazdej pozycji zapisu dwéjkowego n ma co najmniej taka
cyfre, jak k.

KROK 1

Jeslin=2"oraz k #0i k # n, to (Z) = (2:) jest parzyste.
(2,("1) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru
2M-elementowego. Wystarczy te podzbiory sprytnie potaczy¢
w pary.
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Pokazemy, ze symbol Newtona (}) ma wartos¢ nieparzysta,
gdy na kazdej pozycji zapisu dwéjkowego n ma co najmniej taka
cyfre, jak k.

KROK 1

Jeslin=2"oraz k #0i k # n, to (Z) = (2:) jest parzyste.
(2,("1) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru
2M-elementowego. Wystarczy te podzbiory sprytnie potaczy¢
w pary.

KROK 2
Jesli 0 < n<2Moraz0< k<2 to (}), (/") oraz (gmiZ)
maja te sama parzystos¢.

omn. (1) = (") = G1))
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Pokazemy, ze symbol Newtona (}) ma wartos¢ nieparzysta,
gdy na kazdej pozycji zapisu dwéjkowego n ma co najmniej taka
cyfre, jak k.

KROK 1

Jeslin=2"oraz k #0i k # n, to (Z) = (2:) jest parzyste.
(2,("1) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru
2M-elementowego. Wystarczy te podzbiory sprytnie potaczy¢
w pary.

KROK 2
Jesli 0 < n<2Moraz0< k<2 to (}), (/") oraz (gmiZ)
maja te sama parzystos¢.

omn. (1) = (") = G1))

KROK 3
Dokonczenie dowodu
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Przyda nam sie wzér

c+d c d
k _Zi k—i
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Przyda nam sie wzér

(%)= 005

Uzasadnienie: Mamy zbiér ¢ 4+ d-elementowy, np. ¢ + d oséb: ¢
chtopcéw i d dziewczynek. Mamy sposréd nich wybra¢ k oséb
(podzbidr k-elementowy). Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢?

Oczywiscie na (<) sposobow.
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Przyda nam sie wzér

(%)= 005

Uzasadnienie: Mamy zbiér ¢ 4+ d-elementowy, np. ¢ + d oséb: ¢
chtopcéw i d dziewczynek. Mamy sposréd nich wybra¢ k oséb
(podzbidr k-elementowy). Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢?
Oczywiscie na (<) sposobow.

Mozemy jednak policzy¢ to inaczej: Najpierw decydujemy ilu
wybierzemy chtopcéw (i), nastepnie wybieramy i chtopcow ((§)
sposobéw), a potem k — i dziewczynek ((k‘ii) sposobéw). Razem

> (f) (ki,-) sposobow.
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KROK 1
Jeslin=2Moraz k #0i k#n, to (}) = (2:) jest parzyste.
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KROK 1
Jeslin=2Moraz k #0i k#n, to (}) = (2k) jest parzyste.
Sprawdzamy dla kolejnych m (przez indukcje).

Gdy m=0 (czylin=2°=1), k#0i k#n, to (}) =0, co jest
parzyste.
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KROK 1

Jeslin=2moraz k #£ 0 i k# n, to () = (%) jest parzyste.
Sprawdzamy dla kolejnych m (przez indukcje).

Gdy m=0 (czylin=2°=1), k#0i k#n, to (}) =0, co jest
parzyste.

Gdy m>0i k ¢ {0,2™"1 n}, to

() = ) = 5 () (), o jest parayste,
bo wszystkie sktadniki s3 parzyste.
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KROK 1
Jeslin=2Moraz k #0i k#n, to (}) = (2k) jest parzyste.

Sprawdzamy dla kolejnych m (przez indukcje).
Gdy m=0 (czylin=2°=1), k#0i k#n, to (}) =0, co jest
parzyste.
Gdy m>0i k ¢ {0,2™"1 n}, to
m m—1 m—1 m—1 m—1 .
) =C" ) =% ) (L), co jest parzyste,
bo wszystkie sktadniki s3 parzyste.
Gdy m>0ik=2""1 to
om . 2m71+2m71 . 2m71 2m71 _
C)=C % )=, )0) =

2m—1 2m—1 2m—1 2m—1

= ( 0 )(2m—1) + (2m—1)( 0 ) = 2, co jest parzyste.
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KROK 2
Jedlio<n<2Moraz0 < k < 2™, to (Z) = (2mk+”)
(maja te sama parzystos¢).

(%)
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KROK 2
Jesli0<n<2Moraz0< k<27 to () = (2mk+") = (3:12)
(maja te sama parzystos¢).

() =2 ()0

(%) (0) + Go) (e 22n) = () +0= ()
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KROK 2
Jesli0<n<2Moraz0< k<27 to () = (2mk+") = (3:12)
(maja te sama parzystos¢).

U =2 GG = @) R + G (e an) = Q) +0= ()
Grik) = 200 (1) (ki) = (0) ) + Go) (1) = 0+ () = (B)
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KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.
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KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Skorzystamy z kroku 2, (}) = (2mk+") = (2m+") dla0< k,n<2m

2mk
(3) = (o103) = (162) = (&2) = (o) = 1 ~ nieparzyste
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KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Skorzystamy z kroku 2, (}) = (2mk+") = (g:iﬂ) dla0< k,n<2m
(2) = (o100) = (102) = (&2) =

(s) = (1012) = (0:2) = (32) = (1) = 0 — parzyste

(8) = 1 - nieparzyste

Andrzej Komisarski  VIII Dzien Popularyzacji Matematyki | O tréjkacie Sierpinskiego, potegowaniu i przetaczaniu krwi



KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Skorzystamy z kroku 2, (}) = (2mk+") = (g:iﬂ) dla0 < k,n<2m
(2) = (oro) = (102)
(5) = (loz2) = (0:2)

(11) = (ororsz) = (Gor2) = (i1

= (02) 8) — nieparzyste
— (02) 0
= 1

) — parzyste

(
(
) =

— parzyste
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KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Skorzystamy z kroku 2, (}) = (2mk+") = (g:iﬂ) dla0< k,n<2m

)= (35) = () = () = (9 =1 nieparayste

)= (32) = (52 = () = () = 0 parmyse

() = (5012) = (2522) = (&) = 0 - parayste

(G0) = (5555) = (32) = (28 = (1) = (2) = (§) = 1 - niparayse
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KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Skorzystamy z kroku 2, (}) = (2mk+") = (g:i’;) dla0 < k,n<2m

)= (35) = () = () = (9 =1 nieparayste

)= (32) = (52 = () = () = 0 parmyse

() = (5012) = (2522) = (&) = 0 - parayste

(G0) = (5555) = (32) = (28 = (1) = (2) = (§) = 1 - niparayse

Gdy na kazdej pozycji zapisu dwdjkowego n ma co najmniej taka
cyfre, jak k, to dokonu@c analogicznych redukcji z kroku 2,
przeksztatcimy () do ( ). Woéwezas (]) = ( ) =1, czyli (7) jest
nieparzyste.
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KROK 3
(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Skorzystamy z kroku 2, (}) = (2mk+") = (2m+") dla0 < k,n<2m

2m4k
)= (35) = () = () = (9 =1 nieparayste
)= (32) = (52 = () = () = 0 parmyse
() = (5012) = (2522) = (&) = 0 - parayste
(G0) = (5555) = (32) = (28 = (1) = (2) = (§) = 1 - niparayse

Gdy na kazdej pozycji zapisu dwojkowego n ma co najmniej taka
cyfre, jak k, to dokonu@c analogicznych redukcji z kroku 2,
przeksztatcimy () do ( ). Woéwezas (]) = ( ) =1, czyli (7) jest
nieparzyste.

Gdy na ktérej$ pozycji zapisu dwéjkowego n ma mniejsza cyfrer niz
k, wéwczas redukcjami z kroku 2, przeksztatcimy ( ) do ( ) gdzie

k' > n'. Wéwczas (}) = (k/) =0, czyli (}) jest parzyste.
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Twierdzenie Lucasa (1878)

Dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi

gdzie

m = (memyg_1...mimo), = fozo m;p’
n=(Nknk—1...mno)p = fo:o nip’

mo, My,..., Mg, Ng,N,...,nk €{0,1,....p—1}.
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KONIEC

gtéwnej czesci prezentacji

Pozostate slajdy zawierajag Dodatek A i Dodatek B,
w ktérych przedstawione sg inne dowody tego,
ze (Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji
zapisu dwojkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.
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Dodatek A

Przez jaka najwyzsza potege liczby 2 dzieli sie n!' =1-2-....n?
Wsréd liczb 1,2,..., n co druga (czyli [5]) dzieli sie przez 2,

co czwarta (czyli | 52 ]) dzieli sig przez 22,

co 6sma (czyli |5 ]) dzieli sie przez 23, itd.

Zatem najwyzsza potega liczby 2, przez ktéra dzieli sie n! jest
lor] + L22] + L5) + - = 25
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Dodatek A

Przez jaka najwyzsza potege liczby 2 dzieli sie n!' =1-2-....n?
Wsréd liczb 1,2,..., n co druga (czyli [5]) dzieli sie przez 2,

co czwarta (czyli | 52 ]) dzieli sig przez 22,

co 6sma (czyli |5 ]) dzieli sie przez 23, itd.

Zatem najwyzsza potega liczby 2, przez ktéra dzieli sie n! jest
&1+ 151+ 5]+ =T lg

Jesli zapis dwdjkowy liczby n to (njnj_1 ... n1no)2, to zapis
dwéjkowy liczby | 7] to (njnj—1...n2n1)2, liczby | 55|

(n/n/,l . n3n2)2, itd.

Woéwczas najwyzsza potega liczby 2, przez ktéra dzieli sie n! jest
g =i 2 = N Y Y =

/ - I i I
Zj:l nj(2 —1) = ijo nj2 — ijo nj =n—s(n),
gdzie s(n) to suma cyfr zapisu liczby n w zapisie dwéjkowym.
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Dodatek A

(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.
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Dodatek A

(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Gdy k > n, to na pewnej pozycji zapisu dwéjkowego n ma mniejsza
cyfre niz k i jednoczesnie (Z) = 0 jest parzyste.

O tréjkacie Sierpinskiego, potegowaniu i przetaczaniu krwi
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Dodatek A

(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Gdy k > n, to na pewnej pozycji zapisu dwéjkowego n ma mniejsza
cyfre niz k i jednoczesnie (Z) = 0 jest parzyste.

Gdy k < n, to (}) = Wik)' jest liczba nieparzysta,

gdy n! oraz k!(n — k)! dzielg sie przez te sama potege liczby 2,
czyli gdy n —s(n) = k — s(k) + (n — k) — s(n — k),

czyli gdy s(n) = s(k) + s(n — k).
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Dodatek A

(Z) ma warto$¢ nieparzysta, gdy na kazdej pozycji zapisu
dwéjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.

Gdy k > n, to na pewnej pozycji zapisu dwéjkowego n ma mniejsza
cyfre niz k i jednoczesnie (Z) = 0 jest parzyste.

Gdy k < n, to (}) = Wik)' jest liczba nieparzysta,

gdy n! oraz k!(n — k)! dzielg sie przez te sama potege liczby 2,
czyli gdy n —s(n) = k — s(k) + (n — k) — s(n — k),

czyli gdy s(n) = s(k) + s(n — k).

To z kolei ma miejsce, gdy w dodawaniu k + (n— k) = n

w systemie dwéjkowym nie dochodzi do przeniesien

(bo kazde przeniesienie zmniejsza sume cyfr o 2 — 1 =1, wiec
s(n) = s(k) + s(n — k)—liczba przeniesien), czyli gdy na kazdej
pozycji zapisu dwdjkowego n ma co najmniej taka cyfre, jak k.
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Dodatek B

Niech A={0,1,...,n—1}.

(Z) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru A.

Zatézmy, ze n = (njnj_1 ... n1ng)2 = Z}:O nj2j i rozwazmy zbiory
Ao, A1, ..., A takie, ze A; =7ZN [Zjl‘:i-i-l nj2t, Zjl':i nj2J).
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Dodatek B

Niech A={0,1,...,n—1}.

(Z) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru A.

Zatézmy, ze n = (njnj_1 ... n1ng)2 = Z}:O nj2j i rozwazmy zbiory
Ao, A1, ..., A takie, ze A; =7ZN [ZJI.:I.—‘,—]_ nj2f, Zjl':i nj2j).

Przyktad: n =11 = 1011,

Mamy / =3, A3 =1{0,1,2,3,4,5,6,7} =
{00002,00012,00102,00112,01002701012,01102,01112},
Ay =0, A;={8,9} = {10002,10015},

Ao = {10} = {1010,}.
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Dodatek B

Niech A={0,1,...,n—1}.

(Z) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru A.

Zatézmy, ze n = (njnj_1 ... n1ng)2 = Zjl':o nj2j i rozwazmy zbiory
Ao, A1, ..., A takie, ze A; =7ZN [ZJI.:I.—‘,—]_ nj2f, Zjl':i nj2j).

Przyktad: n =11 = 1011,

Mamy / =3, A3 =1{0,1,2,3,4,5,6,7} =
{00002,00012,00102,00112,01002701012,01102,01112},
Ay =0, A;={8,9} = {10002,10015},

Ao = {10} = {1010,}.

Zbiory Ao, A1, ..., A sa parami roztaczne, A = U;:o A,
Ai=0<n =0 oraz |Aj|=2"gdy n=1.

Jesli a € A; oraz b rozni sie od a tylko na ostatnich i cyfrach zapisu
dwojkowego (czyli aj_1,...,a1,a0), to b € A;.

Jesli a, b € A;, to ich zapisy dwéjkowe moga sie rézni¢ tylko na
ostatnich i pozycjach.
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Dodatek B

Interesuje nas parzysto$¢ (), wiec sprébujemy k-elementowe
podzbiory zbioru A potaczy¢ w pary. Niech B C A, |B| = k.
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Dodatek B

Interesuje nas parzysto$¢ (), wiec sprébujemy k-elementowe
podzbiory zbioru A potaczy¢ w pary. Niech B C A, |B| = k.
Przypadek 1. Istnieje taki zbiér A;, ze ) # A; N B # A;. Wezmy
najmniejsze i o tej wtasnosci. Istnieja woéwczas j =0,1,...,7i —1
oraz a € AiN B, b€ A;\ B, ktérych zapisy dwdjkowe réznia sie na
tylko j-tej pozycji (aj # bj). Wezmy najmniejsze j o tej whasnosci.
Zbiér B taczymy w pare ze zbiorem B’ takim, ze B\ A; = B'\ A;,
za$ elementy B’ N A; to elementy BN A; ze zmieniong cyfra na j-tej
pozycji. Mamy |B’| = |B| = k, B # B’ oraz para dla B’ jest B.
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Dodatek B

Interesuje nas parzysto$¢ (), wiec sprébujemy k-elementowe
podzbiory zbioru A potaczy¢ w pary. Niech B C A, |B| = k.

Przypadek 1. Istnieje taki zbiér A;, ze ) # A; N B # A;. Wezmy
najmniejsze i o tej wtasnosci. Istnieja woéwczas j =0,1,...,7i —1
oraz a € AiN B, b€ A;\ B, ktérych zapisy dwdjkowe réznia sie na
tylko j-tej pozycji (aj # bj). Wezmy najmniejsze j o tej whasnosci.
Zbiér B taczymy w pare ze zbiorem B’ takim, ze B\ A; = B'\ A;,
za$ elementy B’ N A; to elementy BN A; ze zmieniong cyfra na j-tej
pozycji. Mamy |B’| = |B| = k, B # B’ oraz para dla B’ jest B.
Przypadek 2. Gdy dla wszystkich zbioréw A; zachodzi

BNA; =A; lub BNA; =0, to zbiér B zostawiamy bez pary.
Zauwazmy, ze taki zbiér B jest co najwyzej jeden i to tylko wtedy,
gdy na kazdej pozycji zapisu dwdjkowego n = (n;...ning)2 ma co
najmniej taka cyfre, jak k = (k; ... kiko)2. Istotnie, skoro

k=|B| = ZLO |AiN Bl = Zi:A,ﬂB;ﬁ@ |Ail = Zi:A,-ﬂB;é(Z) 2', to '
B = UJ;.x,—1 Ai i dla kazdego i takiego, ze k; = 1 mamy |A;[ = 2/,
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