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Czeste pytanie w matematyce:

Czy mamy do czynienia z takim samym

obiektem, czy z (istotnie) innym?



3 B
Co to znaczy "taki sam"?
Matematycy uwazajg, ze obiekty sg takie

same, jesli w kazdej sytuacji zachowujg

sie tak samo.



B
Co znaczy takie "zachowanie”

Przez zachowanie w matematyce
rozumiemy pozostawanie w odpowiednich
relacjach | dawanie okreslonych wynikow

operacii.



Nierozroznialnosc

Dwa obiekty nazwiemy nierozroznialnymi,
jesli w kazdym kontekscie tak samo sie

zachowuja.



Przyktad 1: Grafy

Graf, to zbior z okreslong w nim relacja

sgsiedztwa.

m/atdzmy, ze ta relacja jest symetryczna, czyli jesli a jest
sgsiadem b to b jest sgsiadem a.
mGrafy przedstawiamy w postaci diagramow, w ktorym

punkty sg elementami zbioru, a krawedzie okreslajg

sgsiedztwo.



E—
|lzomorfizm grafow

Powiemy, ze dwa grafy A i B s3g
izomorficzne, jesli istnieje bijekcja (funkcja
roznowartosciowa i ,na”) weztow A na
wezty B zachowujgca sgsiedztwo.

Jesli A=(V,,E,), B=(Vg,Eg), to funkcja
1zo: V, — Vj jest izomorfizmem, jesli dla
kazdych weztow a,,a, €V,
(a1,8,)eEx <> (1Z0(2y),120(a,)) €Eg



Przyktady grafow:




-
Czy te grafy sg takie same?




Te akurat sa:




B
Trudny problem obliczeniowy

Dla zadanych dwoch izomorficznych grafow
znalezc ten izomorfizm.

Jest to problem, dla ktérego nie znamy
rozwigzan szybszych niz wyktadnicze,
wiec nawet dla stosunkowo niewielkich
danych (np. liczba weztow rzedu kilkuset)
praktycznie zaden komputer sobie nie
poradzi, jesli dane bedg odpowiednio
ztosliwe.



B
Praktyczne zastosowanie

Okazuje sie, ze ta trudnos¢ moze sie
okazac zalets.

Uzywa sie tego problemu w ciekawym
algorytmie uwierzytelniania.



B
Problem uwierzytelniania

t gczymy sie z kims przez internet, na
przyktad z bankiem.

Za chwile podamy swoj identyfikator | hasto.

Jakie jednak mamy zapewnienie, ze po
drugiej stronie faktycznie jest wtasciwy
odbiorca naszych poufnych danych, a nie
przestepca, ktory chce nam je skrasc?



Pomyst!

Bank publikuje dwa spore | skomplikowane
Izomorficzne grafy.

Nie ujawnia tego izomorfizmu, ale twierdzi,
Zze go zna (bo go znal!).

Jak bank ma pokazac, ze zna ten
izomorfizm nie ujawniajgc go?



E—
Algorytm uwierzytelniania grafowego

Powiedzmy, ze te dwa grafy, to A i B.

Bank generuje z dowolnego z nich
izomorficzny z nimi graf C | pozwala nam
wybrac, z ktérym z grafow A lub B chcemy
zobaczyc¢ izomorfizm grafu C.

My wybieramy A lub B (np. rzucajac
monetq).

Bank ujawnia izomorfizm C z wybranym
przez nas grafem.



B
Czy to na pewno dziata?

Powiedzmy sobie, ze ztodziej generuje graf
C z grafu A. Zna zatem izomorfizm A z C,
ale nie zna izomorfizmu B z C.

Jesli wybierzemy teraz A, to on ujawni ten
izomorfizm A z C, ale jesli zazgdamy
pokazania izomorfizmu B z C, to bedzie
bezradny.

Bank by sobie poradzit, niezaleznie od tego
co wybralibysmy.



B
Czy to wystarczy?

Oczywiscie nie.
Srednio raz na dwa razy ztodziej bedzie w
stanie taki izomorfizm pokazac.

Ale nic nie stol na przeszkodzie, zebysmy
powtorzyli doswiadczenie | zazadall
nowego grafu C.

Teraz tez moze mu sie udac, jesli
przypadkiem po raz drugi akurat trafimy
na ten z grafow A lub B, z ktorego powstat
graf C. Raz na 4 przypadki.



B
Teraz pora na zameczenie ztodzieja

Powtarzamy te procedure kilkadziesiat razy.

Jesli zrobimy to n razy, to
prawdopodobienstwo, ze n razy pod rzad
bedziemy wybierali akurat ten graf, z
ktorego ztodziej generowat za kazdym
razem nowe grafy C wynosi 1/2".

Przyjmuje sie, ze n rzedu 100 catkowicie
wystarcza.



B
A co z bankiem?

Bank sobie w kazdym przypadku radzi i z
prawdopodobienstwem 1 bez trudu podaje
zgdany izomorfizm.

|lzomorfizm miedzy A | B pozostaje jego
stodkg tajemnica.



B
Ktopotliwe pytanie:

Co to Jest algebra?



B
Dwa znaczenia:

1. Dziat matematyki zajmujacy sie
dziataniami
2. Struktura matematyczna sktadajgca sie z

pewnego zbioru obiektow i zbioru dziatan
na tych obiektach



Przyktady algebr:

<N,+>

<N,+ *>
<Z,+,-5,-1>

- <N1+1*1O11>

. <Z,+> (Z to zbior liczb catkowitych
niedodatnich)

6' <Z-1+1*1O1-1>

A W N e




Algebra

mAlgebra wiasnie zajmuje sie dziataniami —
nie tylko na liczbach, lecz na wszystkich
obiektach, dla ktorych zdefiniowanie dziatan
ma sens.

mNie interesuje nas przy tym czesto nawet
wynik dziatania, ale wtasnosci samych
dziatan, np. czy dziatanie jest przemienne
albo fgczne i1 co z tego wynika.



B
Znamy wiele takich przyktadow:

mOperacje na wartosciach logicznych
mDodawanie wektorow

mSktadanie izometrii ptaszczyzny (i w ogole
sktadanie roznych funkcji)

m/|epianie stow
mKonstrukcje geometryczne
mSkitadanie relacji



Bardzo wazne pytanie:

Jesli to dziatania sg najwazniejsze, to moze
mniej wazne jest to, na jakich obiektach je
wykonujemy, a bardziej to, jaka jest struktura
zaleznosci miedzy wynikami dziatan i ich
argumentami?



I
System relacyjny

mSystemem relacyjnym bedziemy nazywal
dowolny zbior, w ktorym sg okreslone
dziatania i relacje.

mRelacje mogg miecC wiele argumentow.

mZarowno zbior dziatan, jak i relacji moze bycC
pusty



Grafy

Grafy sg szczegolnym przypadkiem
systemu relacyjnego, gdzie nie
rozwazamy zadnych dziatan, tylko same
relacje miedzy obiektami, ktorymi sg wezty
grafu.



B
lle argumentow?

m Zazwyczaj rozwazamy dziatania i relacje
dwuargumentowe, ale liczba argumentow
moze byC dowolna.



Dziatania jednoargumentowe
mPrzyktady:

negowanie wartosci liczby catkowitej: f(k) := -k

negowanie wartosci liczby rzeczywistej: f(x) :=-X; niby to

samo, ale niezupetnie :)

obrot ptaszczyzny o zadany kat a wokot srodka uktadu

wspotrzednych:
0_(X,y):= (xcosa + ysina, -xsina + ycosa)
negowanie wartosci logicznej: neg(p) := ~p
w zbiorze {0,1} zamiana wartosci na te drugg: s(x):=1-x

... 1 jeszcze wiele innych



Dziatania dwuargumentowe
aPrzykfady:

dodawanie liczb catkowitych s(m,n) := m+n

w zbiorze {0,1,2} dodawanie modulo 3 p(a,b):=(a+b)mod 3
w zbiorze {0,1} minimum z 2 liczb min(x,y):=xy

w zbiorze {0,1} maksimum z 2 liczb max(x,y):=x+(y-xy).

w zbiorze wartosci logicznych alternatywa lub(p,q):=p v Q
w zbiorze wartosci logicznych koniunkcja &(p,q):=p A (Q

W zbiorze izometrii ptaszczyzny sktadanie eo(f,g) =fe g = h jesli
dla kazdego x: h(x) = g(f(x))

... 1 jeszcze wiele innych



. E—
Dziatania zeroargumentowe

mCzy ma sens rozwazanie dziatan
zeroargumentowych?

mOkazuje sie, ze tak! Sg to takie dziatania, ktore
niezaleznie od argumentow dajg zawsze ten sam
wynik. Tak w algebrze traktuje sie state.

mZatem, jesli chcemy wyroznic jakies konkretne
state, majgce specyficzne wtasnosci, to podajemy
je Jako wyniki dziatan zeroargumentowych.



. B
Przyktady dziatan zeroargumentowych

Przykfady:
— 011 dlaliczb catkowitych

— prawda i fatsz w zbiorze wartosci logicznych (innych nie
ma, ale to nie szkodzi)

— 0,1 w zbiorze {0,1}
— obrot o kat 0 stopni.
— ... 1jeszcze wiele innych



B
Algebry podobne

mDwie algebry (czyli zbiory z wyréznionymi
dziataniami) sg podobne, majg tyle samo
okreslonych dziatan i krotnosci
odpowiadajgcych sobie dziatan sg takie

Same.



E—
Przyktady algebr podobnych

<N.,+* 1> <R,+,-,0>

<{0,1},min,max,z,0,1> <{F,P},v,A~F,P>

<R, * 1> <R,+,0>



B
Algebry izomorficzne.

mCzasami algebry podobne sg tak podobne,
ze trudno zauwazyC miedzy nimi roznice, jesli
bedziemy sie interesowac tylko wynikami
dziatan.

mBedzie tak wtedy, gdy bedzie mozna
znalez¢ roznowartosciowg funkcje z nosnika
jednej algebry w nosnik drugiej taka, ze
wynik te] funkcji dla dowolnego z dziatan na
dowolnych argumentach bedzie wynikiem
odpowiadajgcego mu dziatania w drugie]
algebrze na obrazach argumentow.



|zomorfizm

Symbolicznie wyglagda to nastepujgco.
Zatozmy, ze dwie algebry majg po jednej
operacji 2-argumentowey.

<A, D> <B,®>

Jesli teraz h: A — B jest roznowartosciowa |
,na” oraz dla kazdych a,b € A mamy

h(a®b) = h(a)®h(b),
to taka funkcje h nazwiemy izomorfizmem |
powiemy, ze te dwie algebry s3g
Izomorficzne.



|zomorfizm

Oczywiscie, jesli dziatan jest wiecej, to po
pierwsze musi ich byc tyle samo w jedne] I w
drugie] algebrze, a po drugie musimy tak
dobrac odpowiedniosC miedzy dziataniami,
zeby taki wzor, jak na poprzednim slajdzie
zachodzit dla kazdego z nich.

W szczegolnosci wszystkie state wyroznione

w jednym systemie muszg byCc odwzoro-
wane na odpowiednie state w drugim.




Przypadek operacji 1-argumenfowej W
Izomorfizmie:

Jezeli operacja g, jest jednoargumentowa
w algebrze A; 1 jeJ odpowiednikiem w
algebrze A, jest operacja g,, to w definicjl

izomorfizmu h dla kazdego elementu
XeA; musi zachodzic:

92(h(x)) = h(g,(x))



B
Przyktady izomorfizmow:

Rozwazmy dwie algebry:

/,=<{0,1,2,3},®,0>, gdzie @ jest operacjg dodawania
modulo 4

(czyli np. 261=3, 3®1=0, 263=1,...)

-0,=<{0°90°,180°270°, -,0°>, gdzie rozwazamy
obroty ptaszczyzny wokot pewnego ustalonego punktu
0 odpowiednio 0°,90°,180°,270° stopni, zas operacja -
jest operacjg sktadania przeksztatcen.

*Funkcja h, ktéra w naturalny sposob przeksztatca
zbior {0,1,2,3} na zbior {0°,90°,180°,270°} jest
Izomorfizmem.

«Zatem te algebry sg izomorficzne.



B
Przyktady izomorfizmow:

Rozwazmy dwie algebry:

*A=<R_,*, 1>, czyli zbior dodatnich liczb
rzeczywistych, z mnozeniem i wyrozniong jedynka
(element neutralny).

B=<R,+,0>, czyli zbior liczb rzeczywistych, z
dodawaniem | wyrdéznionym zerem

Funkcja h: R,—R, zdefiniowana dla kazdego x
eR, Jako h(x)=log x jest izomorfizmem.

«Jest to bowiem funkcja roznowartosciowa, a
ponadto

— logl=0
— log(xy)=log x + log y



s B
To jest bardzo wazny izomorfizm!

Przez pare wiekow inzynierowie korzystali z
tego izomorfizmu za pomocg suwaka
logarytmicznego.

logarytmy dwoch liczb, dodawato sie
przesuwajgc deseczke | odczytywato jakiej

to liczby otrzymalismy logarytm. To byt
wynik mnozenia poczatkowych argumentow.




Wezty

mBedziemy rozwazali wezty, ktore mozna
zawigzac na dwoch sznurkach.

sPrzyktady:
XX

1 -1




-

Wezet O

SO ANAMNNU OGS KSKSSSSISSSS




Wezet 1

-



-




-







-
Wezet -1/2




-

B
Wezet -1/3




-

.
Wezet 2/3




B
John Horton Conway (1937-2020)

Wybitny matematyk
amerykanski,

Popularyzator nauki,
Tworca gry life”




L
Problem rozwazany przez Conway'a

Jak wygladajg wezly, ktore mozna uzyskac
poczynajgc od wezta zerowego za pomoca
dwoch operacii:

— S, czyli zamiany dwoch prawych koncow

— R, czyli obrotu o 90 stopni?

Jakie sg prawa rzgdzgce algebrg <W,5,R,0>
takich weztow z takimi dwiema operacjami?



B
Pare obserwacii

R(R(w)) = w dla kazdego wezta w.
S(R(S(0))) =0

Pytanie:

Czy kazdy wezet zaplgtany za pomocg R i S
mozna za pomocg tych samych operacji
rozplgtac?



B
Liczby hiperwymierne Q.,

Liczby wymierne Q uzupetniamy o
dodatkowy symbol «. Tak powstaty zbior
oznaczamy przez Q.. Rozwazamy w nim
takie dwie operacje 1-argumentowe:

S(X) ;= x+1
r(x) := -1/x,
przy czym symbol « w naturalny sposob
podlega dwom regutom:
S(oo) = o0
r(«)=0; r(0)=cs



- B
Jak generowac liczby hiperwymierne?

Kazdg liczbe hiperwymierng
mozna wygenerowac z zera

Za pomocg operacjiri s.




- B
Zachodzi tez twierdzenie odwrotne

Zero mozna wygenerowac
z dowolnej liczby hiperwymiernej

Za pomocg operacji ri s.




I
Twierdzenie Conway'a

Algebry <W, S,R,0> oraz
<Q.,s, 1, 0>
sg izomorficzne.




B
Twierdzenie Conway'a — wnioski

1. Wezly sg takie same, wtedy i tylko wtedy,
gdy ich numery sg identyczne

2. Kazdy wezet zaplgtany za pomoca
operacji R i S mozna za pomocg tych
samych operacji rozplatac!



Czy wszystkie wezty da sie tak

otrzymac?
Nie. Potrzebne sg Tak naprawde
dodatkowe wystarcza operacje ‘a

operacje: oraz a+b, bo dwie
nglgl . nastepne da sie z

a

nich wydefiniowac.

Te operacje nie majg
niestety tak tadnego
przeniesienia do
algebry liczb
hiperwymiernych.

a+b




B
Pare uwag na koniec

. Wystaczy zbadac doktadnie jeden z
izomorficznych obiektow, aby o
pozostatych wiedzieC wszystko to, co nas

Interesuje z algebraicznego punktu
widzenia.



B
Pare uwag na koniec

. Wystaczy zbadac doktadnie jeden z
izomorficznych obiektow, aby o
pozostatych wiedzieC wszystko to, co nas

Interesuje z algebraicznego punktu
widzenia.

. Nie zawsze jest tatwo stwierdziC
iIzomorficznosc¢ obiektow.



B
Pare uwag na koniec

. Wystaczy zbadac doktadnie jeden z
izomorficznych obiektow, aby o
pozostatych wiedzieC wszystko to, co nas
Interesuje z algebraicznego punktu
widzenia.

. Nie zawsze jest tatwo stwierdziC
iIzomorficznosc¢ obiektow.

. Czasami to dobrze!



E—
Podziekowania

nalezg sie mojemu synowi.
Antoniemu Chrzgstowskiemu,
ktory wykonat rysunki do tego wyktadu.



W prezentacji uzyto materiatow z
nastepujacych stron:

mhttp://en.wikipedia.org/wiki/Conway notation %28knot theory%29

mhttp://www.lostaszic.pl/suwak/
mhttp://en.wikipedia.org/wiki/File:John H Conway 2005 %28cropped%29.ipqg
mhttps://en.wikipedia.org/wiki/Graph_isomorphism



http://en.wikipedia.org/wiki/Conway_notation_%28knot_theory%29
http://www.lostaszic.pl/suwak/
http://en.wikipedia.org/wiki/File:John_H_Conway_2005_%28cropped%29.jpg
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