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Częste pytanie w matematyce:

Czy mamy do czynienia z takim samym 

obiektem, czy z (istotnie) innym?



Co to znaczy "taki sam"?

Matematycy uważają, że obiekty są takie 

same, jeśli w każdej sytuacji  zachowują 

się tak samo.



Co znaczy takie "zachowanie"

Przez zachowanie w matematyce 

rozumiemy pozostawanie w odpowiednich 

relacjach i dawanie określonych wyników 

operacji.



Nierozróżnialność

Dwa obiekty nazwiemy nierozróżnialnymi, 

jeśli w każdym kontekście tak samo się 

zachowują.



Przykład 1: Grafy

Graf, to zbiór z określoną w nim relacją 

sąsiedztwa.

◼Załóżmy, że ta relacja jest symetryczna, czyli jeśli a jest 

sąsiadem b to b jest sąsiadem a.

◼Grafy przedstawiamy w postaci diagramów, w którym 

punkty są elementami zbioru, a krawędzie określają 

sąsiedztwo.



Izomorfizm grafów

Powiemy, że dwa grafy A i B są 
izomorficzne, jeśli istnieje bijekcja (funkcja 
różnowartościowa i „na”) węzłów A na 
węzły B zachowująca sąsiedztwo.

Jeśli A=(VA,EA), B=(VB,EB), to funkcja

izo: VA  → VB jest izomorfizmem, jeśli dla 
każdych węzłów a1,a2 VA:

      (a1,a2)EA  (izo(a1),izo(a2))EB  



Przykłady grafów:



Czy te grafy są takie same?



Te akurat są:



Trudny problem obliczeniowy

Dla zadanych dwóch izomorficznych grafów 
znaleźć ten izomorfizm.

Jest to problem, dla którego nie znamy 
rozwiązań szybszych niż wykładnicze, 
więc nawet dla stosunkowo niewielkich 
danych (np. liczba węzłów rzędu kilkuset) 
praktycznie żaden komputer sobie nie 
poradzi, jeśli dane będą odpowiednio 
złośliwe.  



Praktyczne zastosowanie

Okazuje się, że ta trudność może się 
okazać zaletą.

Używa się tego problemu w ciekawym 
algorytmie uwierzytelniania.



Problem uwierzytelniania

Łączymy się z kimś przez internet, na 
przykład z bankiem.

Za chwilę podamy swój identyfikator i hasło.

Jakie jednak mamy zapewnienie, że po 
drugiej stronie faktycznie jest właściwy 
odbiorca naszych poufnych danych, a nie 
przestępca, który chce nam je skraść?



Pomysł!

Bank publikuje dwa spore i skomplikowane 
izomorficzne grafy.

Nie ujawnia tego izomorfizmu, ale twierdzi, 
że go zna (bo go zna!).

Jak bank ma pokazać, że zna ten 
izomorfizm nie ujawniając go?



Algorytm uwierzytelniania grafowego

Powiedzmy, że te dwa grafy, to A i B.

Bank generuje z dowolnego z nich 
izomorficzny z nimi graf C i pozwala nam 
wybrać, z którym z grafów A lub B chcemy 
zobaczyć izomorfizm grafu C.

My wybieramy A lub B (np. rzucając 
monetą).

Bank ujawnia izomorfizm C z wybranym 
przez nas grafem.



Czy to na pewno działa?

Powiedzmy sobie, że złodziej generuje graf 
C z grafu A. Zna zatem izomorfizm A z C, 
ale nie zna izomorfizmu B z C.

Jeśli wybierzemy teraz A, to on ujawni ten 
izomorfizm A z C, ale jeśli zażądamy 
pokazania izomorfizmu B z C, to będzie 
bezradny.

Bank by sobie poradził, niezależnie od tego 
co wybralibyśmy.



Czy to wystarczy?

Oczywiście nie.

Średnio raz na dwa razy złodziej będzie w 
stanie taki izomorfizm pokazać.

Ale nic nie stoi na przeszkodzie, żebyśmy 
powtórzyli doświadczenie i zażądali 
nowego grafu C.

Teraz też może mu się udać, jeśli 
przypadkiem po raz drugi akurat trafimy 
na ten z grafów A lub B, z którego powstał 
graf C. Raz na 4 przypadki.



Teraz pora na zamęczenie złodzieja

Powtarzamy tę procedurę kilkadziesiąt razy.

Jeśli zrobimy to n razy, to 
prawdopodobieństwo, że n razy pod rząd 
będziemy wybierali akurat ten graf, z 
którego złodziej generował za każdym 
razem nowe grafy C wynosi 1/2n.

Przyjmuje się, że n rzędu 100 całkowicie 
wystarcza.  



A co z bankiem?

Bank sobie w każdym przypadku radzi i z 
prawdopodobieństwem 1 bez trudu podaje 
żądany izomorfizm.

Izomorfizm między A i B pozostaje jego 
słodką tajemnicą.



Kłopotliwe pytanie:

       Co to jest algebra?



Dwa znaczenia:

1. Dział matematyki zajmujący się 
działaniami

2. Struktura matematyczna składająca się z 
pewnego zbioru obiektów i zbioru działań 
na tych obiektach



Przykłady algebr:

1. <N,+>

2. <N,+,*>

3. <Z,+,-2,-1>

4. <N,+,*,0,1>

5. <Z-,+>  (Z- to zbiór liczb całkowitych 
niedodatnich)

6. <Z-,+,*,0,-1>



Algebra

◼Algebra właśnie zajmuje się działaniami –

nie tylko na liczbach, lecz na wszystkich 

obiektach, dla których zdefiniowanie działań 

ma sens.

◼Nie interesuje nas przy tym często nawet 

wynik działania, ale własności samych 

działań, np. czy działanie jest przemienne 

albo łączne i co z tego wynika.



Znamy wiele takich przykładów:

◼Operacje na wartościach logicznych

◼Dodawanie wektorów

◼Składanie izometrii płaszczyzny (i w ogóle 

składanie różnych funkcji)

◼Zlepianie słów

◼Konstrukcje geometryczne

◼Składanie relacji



Bardzo ważne pytanie:

Jeśli to działania są najważniejsze, to może 
mniej ważne jest to, na jakich obiektach je 
wykonujemy, a bardziej to, jaka jest struktura 
zależności między wynikami działań i ich 
argumentami?



System relacyjny

◼Systemem relacyjnym będziemy nazywali 
dowolny zbiór,  w którym są określone 
działania i relacje.

◼Relacje mogą mieć wiele argumentów.

◼Zarówno zbiór działań, jak i relacji może być 
pusty



Grafy

Grafy są szczególnym przypadkiem 
systemu relacyjnego, gdzie nie 
rozważamy żadnych działań, tylko same 
relacje między obiektami, którymi są węzły 
grafu.



Ile argumentów?

◼ Zazwyczaj  rozważamy działania i relacje 
dwuargumentowe, ale liczba argumentów 
może być dowolna.



Działania jednoargumentowe
◼Przykłady:

 negowanie wartości liczby całkowitej:   f(k) := -k

 negowanie wartości liczby rzeczywistej: f(x) := -x; niby to 

samo, ale niezupełnie :)

 obrót płaszczyzny o zadany kąt α wokół środka układu 

współrzędnych:  

o
α
(x,y):= (xcosα + ysinα, -xsinα + ycosα)

 negowanie wartości logicznej:  neg(p) := ~p

 w zbiorze {0,1} zamiana wartości na tę drugą:   s(x):=1-x

... i jeszcze wiele innych



Działania dwuargumentowe
◼Przykłady:

 dodawanie liczb całkowitych s(m,n) := m+n

 w zbiorze {0,1,2} dodawanie modulo 3  p(a,b):=(a+b)mod 3

 w zbiorze {0,1}  minimum z 2 liczb min(x,y):=xy

 w zbiorze {0,1} maksimum  z 2 liczb max(x,y):=x+(y-xy).

 w zbiorze wartości logicznych alternatywa  lub(p,q):=p  q

 w zbiorze wartości logicznych koniunkcja   &(p,q):=p  q

W zbiorze izometrii płaszczyzny składanie  •(f,g) = f • g = h jeśli 

dla każdego x: h(x) = g(f(x))

... i jeszcze wiele innych



Działania zeroargumentowe

◼Czy ma sens rozważanie działań 
zeroargumentowych?

◼Okazuje się, że tak! Są to takie działania, które 
niezależnie od argumentów dają zawsze ten sam 
wynik. Tak w algebrze traktuje się stałe.

◼Zatem, jeśli chcemy wyróżnić jakieś konkretne 
stałe, mające specyficzne własności, to podajemy 
je jako wyniki działań zeroargumentowych.



Przykłady działań zeroargumentowych

Przykłady:

– 0 i 1 dla liczb całkowitych

– prawda i fałsz w zbiorze wartości logicznych (innych nie 
ma, ale to nie szkodzi)

– 0,1 w zbiorze  {0,1}

– obrót o kąt 0 stopni.

– ... i jeszcze wiele innych



Algebry podobne

◼Dwie algebry (czyli zbiory z wyróżnionymi 

działaniami) są podobne, mają tyle samo 

określonych działań i krotności 

odpowiadających sobie działań są takie 

same.



Przykłady algebr podobnych

<N,+,*,1>

<{0,1},min,max,z,0,1>

<R+ ,*,1>

<R,+,-,0>

<{F,P},,F,P>

<R,+,0>



Algebry izomorficzne.

◼Czasami algebry podobne są tak podobne, 
że trudno zauważyć między nimi różnice, jeśli 
będziemy się interesować tylko wynikami 
działań.

◼Będzie tak wtedy, gdy będzie można 
znaleźć różnowartościową funkcję z nośnika 
jednej algebry w nośnik drugiej taką, że 
wynik tej funkcji dla dowolnego z działań na 
dowolnych argumentach będzie wynikiem 
odpowiadającego mu działania w drugiej 
algebrze na obrazach argumentów.



Izomorfizm

Symbolicznie wygląda to następująco. 
Załóżmy, że dwie algebry mają po jednej 
operacji 2-argumentowej:

                <A,>            <B,>

Jeśli teraz h: A → B jest różnowartościowa i 
„na” oraz dla każdych a,b  A mamy

      h(ab) = h(a)h(b),

to taką funkcję h nazwiemy izomorfizmem i 
powiemy, że te dwie algebry są 
izomorficzne.



Izomorfizm

Oczywiście, jeśli działań jest więcej, to po 
pierwsze musi ich być tyle samo w jednej i w 
drugiej algebrze, a po drugie musimy tak 
dobrać odpowiedniość między działaniami, 
żeby taki wzór, jak na poprzednim slajdzie 
zachodził dla każdego z nich.

W szczególności wszystkie stałe wyróżnione 
w jednym systemie muszą być odwzoro-
wane na odpowiednie stałe w drugim.



Przypadek operacji 1-argumentowej w 

izomorfizmie:

Jeżeli operacja g1 jest jednoargumentowa 
w algebrze A1 i jej odpowiednikiem w 
algebrze A2 jest operacja g2, to w definicji 
izomorfizmu h dla każdego elementu 
xA1 musi zachodzić:

 

g2(h(x)) = h(g1(x))



Przykłady izomorfizmów:  

Rozważmy dwie algebry:

•Z4=<{0,1,2,3},0>, gdzie   jest operacją dodawania 
modulo 4

•(czyli np. 21=3, 31=0, 23=1,...)

•O4=<{0,90,180,270}, ·,0>, gdzie rozważamy 
obroty płaszczyzny wokół pewnego ustalonego punktu 
o odpowiednio 0,90,180,270 stopni, zaś operacja · 
jest operacją składania przekształceń.

•Funkcja h, która w naturalny sposób przekształca 
zbiór {0,1,2,3} na zbiór {0,90,180,270} jest 
izomorfizmem.

•Zatem te algebry są izomorficzne.  



Przykłady izomorfizmów:  

Rozważmy dwie algebry:

•A=<R+,*>, czyli zbiór dodatnich liczb 
rzeczywistych, z mnożeniem i wyróżnioną jedynką 
(element neutralny).

•B=<R,+>, czyli zbiór  liczb rzeczywistych, z 
dodawaniem i wyróżnionym zerem

•Funkcja h: R+→R, zdefiniowana dla każdego x 
R+ jako h(x)=log x  jest izomorfizmem.

•Jest to bowiem funkcja różnowartościowa, a 
ponadto

–      log 1 = 0

–      log(xy)=log x + log y



To jest bardzo ważny izomorfizm!

Przez parę wieków inżynierowie korzystali z 
tego izomorfizmu za pomocą suwaka 
logarytmicznego.

Podstawą działania była skala 
logarytmiczna

Suwak pozwalał w prosty sposób mnożyć 
liczby. Aby skorzystać z suwaka, brało się 
logarytmy dwóch liczb, dodawało się 
przesuwając deseczkę i odczytywało jakiej 
to liczby otrzymaliśmy logarytm. To był 
wynik mnożenia początkowych argumentów.  



Węzły

◼Będziemy rozważali węzły, które można 
zawiązać na dwóch sznurkach.

◼Przykłady:

0
1 -1



Węzeł 0



Węzeł 1



Węzeł  -1



Węzeł   2



Węzeł  3



Węzeł  -1/2



Węzeł  -1/3



Węzeł 2/3



John Horton Conway (1937-2020)

Wybitny matematyk 
amerykański,

Popularyzator nauki,

Twórca gry „life”



Problem rozważany przez Conway'a

Jak wyglądają węzły, które można uzyskać 
poczynając od węzła zerowego za pomocą 
dwóch operacji:

– S, czyli zamiany dwóch prawych końców  

– R, czyli obrotu o 90 stopni?

Jakie są prawa rządzące algebrą <W,S,R,0> 
takich węzłów z takimi dwiema operacjami?



Parę obserwacji

R(R(w)) = w dla każdego węzła w.

S(R(S(0))) = 0

Pytanie:

Czy każdy węzeł zaplątany za pomocą R i S 
można za pomocą tych samych operacji 

rozplątać?



Liczby hiperwymierne Q∞

Liczby wymierne Q uzupełniamy o 
dodatkowy symbol ∞. Tak powstały zbiór 
oznaczamy przez Q∞. Rozważamy w nim 
takie dwie operacje 1-argumentowe:

s(x) := x+1

r(x) := -1/x,

przy czym symbol ∞ w naturalny sposób 
podlega dwóm regułom:

s(∞) = ∞

r(∞)=0;   r(0)=∞



Jak generować liczby hiperwymierne?

Każdą liczbę hiperwymierną

można wygenerować z zera

za pomocą operacji r i s.



Zachodzi też twierdzenie odwrotne

Zero można wygenerować

z dowolnej liczby hiperwymiernej

za pomocą operacji r i s.



Twierdzenie Conway'a

Algebry <W,  S,R,0> oraz

<Q∞,s, r, 0>

są izomorficzne.



Twierdzenie Conway'a – wnioski

1. Węzły są takie same, wtedy i tylko wtedy, 
gdy ich numery są identyczne

2. Każdy węzeł zaplątany za pomocą 
operacji R i S można za pomocą tych 
samych operacji rozplątać!



Czy wszystkie węzły da się tak 
otrzymać?  

Nie. Potrzebne są 
dodatkowe 
operacje:

Tak naprawdę 
wystarczą operacje -a 
oraz a+b, bo dwie 
następne da się z 
nich wydefiniować.

Te operacje nie mają 
niestety tak ładnego 
przeniesienia do 
algebry liczb 
hiperwymiernych.



Parę uwag na koniec

● Wystaczy zbadać dokładnie jeden z 
izomorficznych obiektów, aby o 
pozostałych wiedzieć wszystko to, co nas 
interesuje z algebraicznego punktu 
widzenia.

●



Parę uwag na koniec

● Wystaczy zbadać dokładnie jeden z 
izomorficznych obiektów, aby o 
pozostałych wiedzieć wszystko to, co nas 
interesuje z algebraicznego punktu 
widzenia.

● Nie zawsze jest łatwo stwierdzić 
izomorficzność obiektów.

●



Parę uwag na koniec

● Wystaczy zbadać dokładnie jeden z 
izomorficznych obiektów, aby o 
pozostałych wiedzieć wszystko to, co nas 
interesuje z algebraicznego punktu 
widzenia.

● Nie zawsze jest łatwo stwierdzić 
izomorficzność obiektów.

● Czasami to dobrze!



Podziękowania

należą się mojemu synowi.

           Antoniemu Chrząstowskiemu,

który wykonał rysunki do tego wykładu.



W prezentacji użyto materiałów z 
następujących stron:

◼http://en.wikipedia.org/wiki/Conway_notation_%28knot_theory%29

◼http://www.lostaszic.pl/suwak/

◼http://en.wikipedia.org/wiki/File:John_H_Conway_2005_%28cropped%29.jpg

◼https://en.wikipedia.org/wiki/Graph_isomorphism

http://en.wikipedia.org/wiki/Conway_notation_%28knot_theory%29
http://www.lostaszic.pl/suwak/
http://en.wikipedia.org/wiki/File:John_H_Conway_2005_%28cropped%29.jpg
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